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Una de las preocupaciones més comunes en la
investigacion ecolégico-bioldgica, es la
obtencién de predicciones confiables
derivadas de modelos lineales y no lineales. En
primera instancia, lo anterior depende en gran
medida de la calidad de la informacién; si esto
es corroborado con anterioridad, entonces el
error de ajuste (¢) entre la variable dependiente
observada (Y;) y su correspondiente valor
esperado (?1.), dependera de la precisién conla
que se hayan estimado los parametros en
ambos tipos de modelos.

Los minimos cuadrados (MC) y la
verosimilitud (L) corresponden a un grupo de
técnicas que se especializan en la estimacion de
pardmetros, siendo los MC, los mas
ampliamente utilizados. Al emplear los MC
como técnica para estimar parametros en los
modelos lineales y no lineales, las predicciones
de Y, con respecto de Y, consideran un grupo
de garantias para validar los residuos entre
éstos, de entre los cuales destacan: el
coeficiente de correlacion (r), el coeficiente de
determinacién (1), el mapa de residuos y el
nivel de significancia o valor de p. Lo anterior
es comunmente empleado, cuando la técnica
de MC es utilizada para generar una
estimacién puntual por parametro a estimar.

A diferencia de los MC, la verosimilitud no
requiere del grupo de garantias antes
mencionadas para validar las predicciones de
?,. con respecto de Y, La técnica es
probabilistica y emplea alos MC como auxiliar
en la estimacién de pardmetros, por lo que se
considera mds precisa que éstos ultimos. La
verosimilitud estd tomando un gran auge enla
vida moderna del quehacer cientifico, por lo

cual el objetivo de este trabajo es mostrar su
utilidad, aplicaciéon y ventajas en el area de la
investigacion ecoldgico-bioldgica.

En probabilidad clasica, la probabilidad de
un evento P(y,) depende directamente de un
espacio muestral conocido (S), por lo que
cualquier probabilidad y, en S es conocida con
anterioridad. La probabilidad condicional de
y,dado que se conoce P es:

Py, P} M

y > Py, /P}=1 2

i=1

En la ecuacion 1, el subindice i es asignado a
y, e indica que y, puede tomar valores entre [i, I].
En la ecuacion 2, la suma total de las
probabilidades estimadas paray,en Sesiguala 1.

En el caso de la verosimilitud, la
probabilidad condicional es evaluada de la
siguiente manera:

L{ m J} (3)
y

M

m=1

En la ecuacion 3, el subindice m asignado a
Pindica que P,, puede tomar valores entre m y
M, designando al total de probabilidades en
las cuales y puede ocurrir. En la ecuacioén 4, la
suma de las probabilidades es # 1 ya que el
espacio muestral S es desconocido.

Suponiendo que y, y P, en las ecuaciones 1
y 3 son ahora el parametro a estimar (0), las
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Figura 1. Perfil L y el intervalo de confianza para un
determinado parametro 6 en un modelo X. Linea
oscura (L), linea clara (Chi-cuadrada). El valor
hipotético MLE para 6 es 3.66.

caracteristicas especificas de S en probabilidad
clasica y verosimilitud generaran, respecti-
vamente, una estimacién puntual de la
probabilidad de ocurrencia de 6, y un grupo
de probabilidades en las que 6 puede ocurrir.
Estas tltimas son representadas en un perfil
de verosimilitud, resaltando en su parte mas
alta la méxima probabilidad de ocurrencia de
6 o estimador de maxima verosimilitud (MLE,
por sussiglas eninglés) (Fig. 1).

A diferencia dela verosimilitud, los MC no
proporcionan un valor de probabilidad de
ocurrencia por parametro estimado, ya que no
consideran una distribucién de probabilidad
del error (g), por lo que la detecciéon del
minimo verdadero es mas dificil. La
verosimilitud considera una distribucién de

probabilidad para g, y con base en ésta, se
construyen los perfiles de L para cada uno de
los pardmetros estimados, indicando en cada
casoel MLE (Fig.1).

Enlafigural, el perfil L indica que 6 puede
tomar valores entre 3.52 y 3.86; sin embargo, el
valor mas confiable para 0, que maximiza el
ajusteentre Y,y Y;esel MLE (3.66 con L=15.9%
de probabilidad). El intervalo de confianza
para el MLE (3.62-3.74), se obtiene al
interceptar el perfil de verosimilitud con la
distribucién de Chi-cuadrada segtn el criterio
de Polachecketal. (1993).

Una curva parecida sélo en aspecto a la
Chi-cuadrada puede obtenerse para sefialar el
minimo enla técnica de MC; sin embargo, enla
préactica no es comun generarla, en su lugar los
parametros son obtenidos puntualmente,
adicionando el grupo de garantias
especificadas anteriormente (z, r, mapa de
residuos y p). La tabla I muestra las diferencias
mas importantes entre las técnicas de MC y L
enlaestimacién de parametros.

Estudio de caso

Para ejemplificar el uso de estas técnicas en la
estimacion de pardmetros, se utilizard el
modelo no lineal de crecimiento continuo de
von Bertalanffy (1938), como la funcién
problema a la cual se le estimaran los
siguientes parametros: la longitud infinita
(L..,), el coeficiente de conversion catabdlica (k)
ylaedad (t,)

Tabla I. Diferencias entre minimos cuadrados (MC) y verosimilitud (L).

MC

L

Minimiza el valor del parametro 6

Maximiza el valor del parametro 0

No estima la probabilidad del parametro 6

Estima la probabilidad del parametro 6

No utiliza la verosimilitud para la estimacién
de la probabilidad del parametro 6

Utiliza los minimos cuadrados y la
verosimilitud para la estimacion de la
probabilidad del parametro 6

No considera una distribucion de
probabilidad para el error ¢

Considera una distribucion de probabilidad
para el error ¢

No utiliza la desviacion estandar del error ¢

Usa la desviacion estandar del error ¢

Considera la suma de cuadrados de los
residuos

Considera la suma producto de las
probabilidades de los residuos segun la
distribucion de probabilidad asociada a ¢
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Figura 2. Procedimiento general para desarrollar las
técnicas de MC y L en la estimacién de los
pardmetros L,, k y t, del modelo no lineal de
crecimiento continuo de von Bertalanffy (1938).
¢ = error de estimacion, €(0,1) = error de estimacion
con distribucién normal, c, = desviacion estandar
del error de estimacion, Lt,,, = longitud observada,
Lt,,=longitud esperada.

El desarrollo general para ambas
técnicassemuestraenlafigura2,losdatos
y el procedimiento del céalculo se
muestranenlasfiguras3y5. Enelcasode
los MC, no se consider6 la estimacion
puntual delos pardmetros encuestién, ya
que se pretende comparar los perfiles MC
y L (Figs.3c,5c).

Como puede observarse, para desarrollar la
técnica de MC sélo se requiere obtener el residuo
entre Lt,, y Lt la estimacién de los pardametros
se realiza directamente a partir de la suma de
cuadrados delos residuos (Figs. 2, 3a-b).

En L, los MC estan incluidos en g, los cuales
en este caso se consideran con distribucion
normal, la estimacién de los pardmetros se
realiza directamente con base en la suma
producto de L (Figs. 2, 5a-b).

La técnica de MC se desarrollé en el
programa Excel, en las columnas Edad y Lt,,,
se localizan los datos de entrada. La columna
L., contiene la funcién problema que depende

Edad Lt,, Lt,| | MC
1 94.13 94.67 | | 0.29
2 10732 |105.33| | 3.96
3  109.83 |111.48 | |2.73
4 114 115.03 | |1.06
5 118.3 117.07 ] |1.50
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Figura 3. Estimacién de los pardmetros L,,, ky t, por MC.
a) Tabla de datos y procedimiento del calculo. b)
Ajuste final entre Lt, vy Lt,,. c) Perfil MC para el
parametroL,,.

esp

de un grupo de celdas separadas, en las que se
introducen el valor de ensayo para L, ky t,. El
cuadrado del residuo selocaliza enla columna
MC, y la suma de éstos se encuentra en la celda
de referencia (Fig. 3a). En el mismo programa
Excel, dentro del mend herramientas se
selecciona “Solver” (Fig. 4).
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Figura 4. Ventana de la herramienta “Solver” en el
programa Excel. CasoMC.

Consideré las indicaciones sefialadas en la
figura 4 para que “Solver”, con base en el
minimo, estime un valor para cada uno de los
pardmetros considerados. Los resultados y el
ajuste final para la funcién problema se
muestran en las figuras 3a y 3b. Para la
obtencion del perfil MC descrito en la figura 3c
y para los demdas parametros consulte a
Hilborn & Mangel (1997).

Con respecto a la figura 3b, el ajuste
obtenido a través del minimo entre Lt,, .y Lt,,
en la funcién problema, indicé que sélo las
longitudes observadas de 0 y 94.13 mm
ajustaron correctamente; sin embargo, y
aunque proximas a Lt,, el resto de éstas
podrian considerarse con un ligero error de
ajuste conrespectoal obtenido enlafigura5b.

La técnica L se desarroll6 en el programa
Excel, en las columnas Edad y Lt,,, se localizan
los datos de entrada. La columna Lt,,, contiene
la funcién problema que depende de un grupo
de celdas separadas, en las que se introducen el
valor de ensayo para L,, ky t,. El residuo se
localiza en la columna g mientras que la
funcién de probabilidad normal est4 contenida
en la columna L, la cual considera el valor de la
desviacion estandar del error de estimacion (o,
). La suma producto de L se localiza en una
celda independiente asignada con el mismo
nombre, la cual se us6 como referencia para
“Solver” (Fig. 5a). El nuevo escenario para
“Solver” se muestra enla figura 6.

Consideré las indicaciones antes
sefialadas enla figura 6, para que “Solver”, con
base en el maximo, estime un valor para cada
uno de los pardmetros considerados. Los
resultados y el ajuste final para la funcién
problema se muestran en las figuras 5a y 5b.
Para la obtencion del perfil L descrito en la
figura 5c y para los demadas parametros,
consulte a Hilborn & Mangel (1997).

Como puede observarse en la figura 5b, el
total de las longitudes observadas ajustaron
correctamente con respecto a la linea esperada
asignada a la funcién problema. Por lo que se
sugiere, que los pardmetros estimados con
base en la técnica de L son estadisticamente
mas confiables que los obtenidos por los MC.
Las diferencia entre los parametros estimados
por ambas técnicas son, respectivamente: L,,
+2.0mm, parak+0.11y parat,+0.51.

Es decision del analista de datos su
preferencia por alguna de estas técnicas; sin
embargo, en los casos en los que la funcién
problema es més compleja (lineal o no), los MC
resultan menos precisos en la estimaciéon de
los parametros involucrados. Por lo anterior
los MC sé6lo son recomendados para
desarrollar modelos lineales simples.

Para un mayor entendimiento en el
desarrollo de estas técnicas y especialmente
para la construcciéon de los perfiles y los
intervalos de confianza de L, el lector puede
remitirse a: Hilborn & Walters (1992), Punt &
Hilborn (1996), Hilborn & Mangel (1997) y
Anénimo (2001).
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Figura 6. Ventana de la herramienta “Solver” en el programa
Excel. Caso L.
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Edad Lt,, Lt,, € L L,, 121.85
1 94.13 | 94.30 ||-0.17| 10.25 k 0.44
2 107.32 |104.18 || 3.14| |0.04 L, -2.35
3  109.83 |110.52 ||-0.69| |0.23 L 0.93753853
4 114 114.58 (-InL) 0.06449742
5 1183 11719 1. c, 1.60862922
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Figura 5. Estimacion de los parametros L,, ky t, por L. a) Tabla de datos y procedimiento del calculo. b)
Ajuste final entre Lt,,, y Lt,,.. c) Perfil L para el pardmetro L,,.
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